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5.1  บทนํา 

จะเหน็ไดว้า่การแกส้มการอนุพนัธส์ามญัทีนํ่าเสนอในบททีผ่า่นมานัน้ ผู้
แกต้อ้งมคีวามเชีย่วชาญในการอนิทเิกรต การจดจาํรปูแบบของคาํตอบสมการ 
อยา่งไรกต็าม เมือ่สมการทีต่อ้งแกม้รีปูแบบทีซ่บัซอ้นมากขึน้ การแกก้ม็กัมี
ความยุง่ยากจนถงึขัน้อาจแกไ้มไ่ด ้ ในบทน้ีจะนําเสนอวธิกีารแกส้มการอนุพนัธ์
สามญัในรปูแบบทีส่ะดวกขึน้ เรยีกวา่ “วธิแีปลงลาปลาซ” (Laplace Transform) 
หลกัการของวธิน้ีีคอื แปลง “สมการอนุพนัธส์ามญั” (ซึง่ต่อไปจะเรยีกโดเมนของ
สมการน้ีวา่ t-domain ตามความนิยม อาจเพราะสมการถกูหาอนุพนัธเ์ทยีบกบั
ตวัแปร t อยา่งไรกต็าม นศ อาจเรยีกเป็นชือ่อืน่กไ็ด ้เชน่ x-domain หากเหน็วา่
สมการถกูหาอนุพนัธเ์ทยีบกบัตวัแปร x) ใหเ้ป็น “สมการพชีคณิต” (ซึง่ต่อไปจะ
เรยีกโดเมนของสมการนี้วา่ s-domain ตามความนิยมเชน่กนั) โดยอาศยัตวั
ดาํเนินการลาปลาซ (Laplace operator: L) หลงัจากนัน้จงึทาํการแกส้มการ
พชีคณติใหไ้ดค้าํตอบบน s-domain แต่เน่ืองจากปัญหาจรงิๆ อยูบ่น t-domain 
ดงันัน้จงึตอ้งแปลงคาํตอบบน s-domain ใหไ้ปเป็นคาํตอบบน t-domain โดย
อาศยัการดาํเนินการลาปลาซผกผนั (Inverse Laplace transform: L-1)  

ตวัอยา่งความสมัพนัธก์ารแปลงลาปลาซของบางฟังกช์นัทีส่าํคญัแสดง
ในตารางที ่ 5.1 และตารางในภาคผนวก รายละเอยีดของกระบวนการแกปั้ญหา
ดว้ยวธิกีารแปลงลาปลาซแสดงในรปูที ่5.1  

จากตาราง f(t) เป็นฟังกช์นัของสมการอนุพนัธส์ามญัซึง่อยูบ่น t-domain 
สว่น F(s) เป็นฟังกช์นัพชีคณติซึง่อยูบ่น s-domain การแปลงจาก f(t) ไปเป็น 
F(s) จงึเป็นการดาํเนินการลาปลาซ สว่นการแปลงจาก F(s) ไปเป็น f(t) เป็น
การดาํเนินการแบบลาปลาซผกผนั  
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รปูที ่5.1 กระบวนการแกปั้ญหาดว้ยวธิกีารแปลงลาปลาซ 
 
5.2  ความสมัพนัธก์ารแปลงลาปลาซ 
 
ตารางที ่5.1 ตวัอยา่งความสมัพนัธก์ารแปลงลาปลาซ 
ลาํดบัที ่ F(s) = L{f(t)} f(t) = L-1{F(s)} 
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ตวัอยา่งที ่5.1 กาํหนด 4t t1

︵f t ︶ ︵e e ︶3
   จงหา F(s) 

วธิทีาํ    4t t 4t t1 1F ︵s ︶L ︵f t ︶ L ︵e e ︶ L ︵e ︶L ︵e ︶3 3
          

 

เทยีบรปูแบบกบัในตารางสมัพนัธก์ารแปลงลาปลาซจะไดว้า่ 
4t 1L ︵e ︶s 4




  และ t 1L ︵e ︶s 1



 

ดงันัน้จงึไดว้า่ 
1 1 1 1F ︵s ︶3 s 4 s 1 ︵s 4 ︵︶s 1 ︶

    
    

 

 
ตวัอยา่งที ่5.2 กาํหนด t

︵f t ︶e ︵cos3t 4sin3t ︶

   จงหา F(s) 
วธิทีาํ กระจายพจน์ไดเ้ป็น t t

︵f t ︶e cos3t 4e sin3t    

  t t t tF ︵s ︶L ︵f t ︶ L e cos3t 4e sin3t L ︵e cos3t ︶4L ︵e sin3t ︶

         

เทยีบรปูแบบกบัในตารางสมัพนัธก์ารแปลงลาปลาซจะไดว้า่ 
t
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ดงันัน้จงึไดว้า่ 
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ตวัอยา่งที ่5.3 กาํหนด 2

3sF ︵s ︶s 2s 8


 
 จงหา f(t) 

วธิทีาํ ทาํการแยกเศษสว่ยยอ่ยของ F(s) ไดเ้ป็นดงัน้ี 
 2

3s 3s A B

︵s 4 ︵︶s 2 ︶ ︵s 4 ︶ ︵s 2 ︶s 2s 8
  

    
 

คณูตลอดสมการดว้ย ︵s 4 ︵︶s 2 ︶   จะได ้

 3s 0 A ︵s 2 ︶B ︵s 4 ︶ ︵A B ︶s ︵2A 4B ︶           
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เทยีบสมัประสทิธิข์องสมการจะได ้
A B 3 A 2
2A 4B 0 B 1

  
   

 

ดงันัน้จงึได ้ 2 1F ︵s ︶
︵s 4 ︶ ︵s 2 ︶

 
 

 

หา f(t) ไดโ้ดยใชก้ารดาํเนินการลาปลาซผกผนัดงัน้ี 

 1 1 1 12 1 2 1
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เทยีบรปูแบบกบัในตารางสมัพนัธก์ารแปลงลาปลาซผกผนัจะไดว้า่ 
1 4t2L 2e

︵s 4 ︶
     

 และ 1 2t1L e

︵s 2 ︶

     
 

ดงันัน้จงึไดว้า่ 
4t 2t

︵f t ︶2e e    
 
ตวัอยา่งที ่5.4 กาํหนด 2

4s 10F ︵s ︶s 6s 9
 
 

 จงหา f(t) 

วธิทีาํ จดัรปูของ F(s) ใหมไ่ดเ้ป็นดงัน้ี 
 2 2 2 2
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หา f(t) ไดโ้ดยใชก้ารดาํเนินการลาปลาซผกผนัดงัน้ี 
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เทยีบรปูแบบกบัในตารางสมัพนัธก์ารแปลงลาปลาซผกผนัจะไดว้า่ 
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5.3  การแก้สมการอนุพนัธส์ามญัด้วยการแปลงลาปลาซ 

5.3.1 ความสมัพนัธข์องการแปลงลาปลาซกบัอนุพนัธ ์
  กาํหนดฟังกช์นั f(t) ในรปูอนุพนัธส์ามญัแบบเชงิเสน้บน t-domain 

(นิยมเขยีนดว้ยอกัษรตวัพมิพเ์ลก็) สามารถแปลงใหเ้ป็นฟังกช์นั F(s) บน s-
domain (นิยมเขยีนดว้ยอกัษรตวัพมิพใ์หญ่) โดยอาศยัหลกัการแปลงลาปลาซ
ตามความสมัพนัธไ์ดเ้ป็นดงัน้ี 

 
 L f ︵t ︶ sF ︵s ︶ ︵f 0 ︶         (5.1a) 
  2L f ︵t ︶ s F ︵s ︶s ︵f 0 ︶f ︵0 ︶         (5.1b) 
 ︵n ︶ n n 1 n 2 ︵n 1 ︶L f ︵t ︶ s F ︵s ︶s ︵f 0 ︶s ︵f 0 ︶... f ︵0 ︶

         (5.1c) 
 
เมือ่ f, f และ ︵n ︶f  เป็นอนุพนัธอ์นัดบัหน่ึง อนัดบัสอง และอนัดบั n ตามลาํดบั 
สว่น ︵f 0 ︶ และ f ︵0 ︶  เป็นเงือ่นไขเริม่ตน้ของปัญหาทีต่อ้งแก ้ 

5.3.2 ขัน้ตอนการแกส้มการอนุพนัธด์ว้ยวธิกีารแปลงลาปลาซ 
 เพือ่ใหน้กัศกึษาเขา้ใจงา่ย วธิทีีนํ่าเสนอต่อไปน้ีจะสอดคลอ้งกบั 

3 ขัน้ตอนหลกัทีแ่สดงไวใ้นรปูที ่5.1 พจิารณาสมการอนุพนัธส์ามญัแบบเชงิเสน้
อนัดบัสองรปูแบบทัว่ไป ดงัน้ี 
 

2
2

d ︵f t ︶ d ︵f t ︶a b c ︵f t ︶u ︵t ︶dtdt
     หรอื af bf cf u ︵t ︶     (5.2) 

 
เมือ่ a, b, และ c เป็นคา่คงที ่u(t) และ f(t) เป็นฟังกช์นับน t-domain และ t เป็น
ตวัแปรอสิระ สมการดงักลา่วมเีงือ่นไขเริม่ตน้เป็น  0︵f 0 ︶f  และ 0f ︵0 ︶f   การ
แกส้มการโดยอาศยัหลกัการแปลงลาปลาซมขีัน้ตอนเป็นดงัน้ี 

ขัน้ตอนที ่1: ทาํการแปลงสมการ f(t) ไปเป็น F(s) โดยใชก้ารดาํเนินการ
ลาปลาซในรปู  F ︵s ︶L ︵f t ︶ ดงัน้ี 
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  L af b cf u ︵t ︶          (5.3) 
aL ︵f ︶bL ︵f ︶cL ︵f ︶L ︵u ︵t ︶ ︶        (5.4) 

  
ประยกุตร์ปูแบบลาปลาซสาํหรบัอนุพนัธต์ามสมการที ่(5.1) ไดเ้ป็นดงัน้ี 
 
 2a[s F ︵s ︶s ︵f 0 ︶f ︵0 ︶] b[sF ︵s ︶ ︵f 0 ︶] cF ︵s ︶U ︵s ︶       (5.5) 
 
นกัศกึษาจะเหน็ไดว้า่ผลทีไ่ดจ้ากการแปลงจะอยูใ่นรปูพชีคณติ ซึง่มเีฉพาะการ
ดาํเนินการแบบ +, −, ,  เทา่นัน้ โดยม ีF(s) เป็นตวัแปรของสมการ 

ขัน้ตอนที ่2: แกส้มการเพือ่หาคาํตอบ F(s) โดยเริม่จากจดัรปูสมการ
และแทนคา่เงือ่นไข 0︵f 0 ︶f  และ 0f ︵0 ︶f   ไดเ้ป็นดงัน้ี 
 
 2

0 0︵as bs c ︶F ︵s ︶U ︵s ︶ ︵as b ︶f af         (5.6) 
 
แกส้มการหาคาํตอบไดเ้ป็น 
 

 0 0
2

U ︵s ︶ ︵as b ︶f afF ︵s ︶ as bs c
  


 

     (5.7) 

 
นกัศกึษาคงสงัเกตเหน็ไดว้า่การแกส้มการพชีคณิตทาํไดง้า่ยทเีดยีว เพราะเป็น
เพยีงการจดัรปูแลว้ยา้ยขา้งสมการมาหารกนั 

ขัน้ตอนที ่ 3: เน่ืองจากปัญหาทีแ่กแ้ละคาํตอบทีต่อ้งการ คอื f(t) ไมใ่ช ่
F(s) ดงันัน้จงึตอ้งแปลงคาํตอบ F(s) ใหไ้ปเป็น f(t) โดยอาศยัการดาํเนินการลา
ปลาซผกผนัในรปู  1

︵f t ︶L F ︵s ︶

 ดงัน้ี 
 

 1 1 0 0
2

U ︵s ︶ ︵as b ︶f af

︵f t ︶L F ︵s ︶ L as bs c
          

  (5.8) 
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ในขัน้ตอนน้ีมเีทคนิกหน่ึงทีม่กัถกูนํามาประยกุตใ์ช ้ คอื การแยกเศษสดัยอ่ย 
(partial fraction) เพือ่จดัรปูแบบของ F(s) ใหส้อดคลอ้งและเทยีบไดก้บัรปูแบบ
ในตารางการแปลงลาปลาซ 
 
ตวัอยา่ง 5.5 จงแกส้มการ f 2f 8f 0    เมือ่ ︵f 0 ︶0  และ f ︵0 ︶6   
วธิทีาํ ขัน้ตอนที ่1: แปลงสมการ f(t) ใหไ้ปเป็น F(s) ดงัน้ี 

   L f 2f 8f 0     
  L ︵f ︶L ︵2f ︶L ︵8f ︶L ︵0 ︶     
   2s F ︵s ︶s ︵f 0 ︶f ︵0 ︶ 2 sF ︵s ︶ ︵f 0 ︶ 8F ︵s ︶0         

ขัน้ตอนที ่2: แกส้มการหาคาํตอบ F(s) โดยแทนคา่เงือ่นไข ︵f 0 ︶0  และ 
f ︵0 ︶6   ลงในสมการจะไดเ้ป็น 

  2s F ︵s ︶2sF ︵s ︶8F ︵s ︶6 0     
  2

6F ︵s ︶s 2s 8


 
 

ขัน้ตอนที ่3: ใชเ้ทคนิกแยกเศษสว่นยอ่ยจดัรปูแบบ F(s) ใหเ้หมาะสมไดเ้ป็น 
6 1 1F ︵s ︶

︵s 4 ︵︶s 2 ︶ s 2 s 4
  

   
 

จดัรปูแบบพจน์คาํตอบเทยีบกบัในตารางโดย  
1

s 2
 และ 1

s 4
 เทยีบรปูแบบไดก้บั 1

s a
 

หาคาํตอบ f(t) โดยการแปลงลาปลาซผกผนั  1

︵f t ︶L F ︵s ︶

  ไดเ้ป็น 

 1 1 1 2t 4t1 1

︵f t ︶L F ︵s ︶ L L e e
s 2 s ︵4 ︶

                
 

 
ตวัอยา่ง 5.6 จงแกส้มการ y 6y 9y 0    เมือ่ y ︵0 ︶ 4   และ y ︵0 ︶14   
วธิทีาํ ขัน้ตอนที ่1: แปลงสมการ f(t) ใหไ้ปเป็น F(s) ไดด้งัน้ี 

 L y 6y 9y 0     
       L y L 6y L 9y L 0     

   2s Y ︵s ︶sy ︵0 ︶y ︵0 ︶ 6 sY ︵s ︶y ︵0 ︶ 9Y ︵s ︶0       
ขัน้ตอนที ่2: แกส้มการหาคาํตอบ F(s) และแทนเงือ่นไขขอบไดด้งัน้ี 
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2

4 14

︵s 6s 9 ︶Y ︵s ︶ ︵s 6 ︶y ︵0 ︶y ︵0 ︶ 4s 10


         

2
4s 10Y ︵s ︶s 6s 9

 
 

 

ขัน้ตอนที ่3: จดัรปูแบบพจรข์อง F(s) ใหเ้หมาะสมไดเ้ป็น 

2 2 2
4s 10 4s 10Y ︵s ︶

︵s 3 ︶ ︵s 3 ︶ ︵s 3 ︶

    
  

 

จดัรปูแบบพจน์คาํตอบเทยีบกบัในตาราง 

2 2
4s s4

︵s 3 ︶ ︵s ︵3 ︶ ︶


  

  (เทยีบรปูแบบกบั 2
s

︵s a ︶
) 

2 2
︵2 1 ︶!10 10

︵s 3 ︶ ︵s ︵3 ︶ ︶


  

 (เทยีบรปูแบบกบั n

︵n 1 ︶!

︵s a ︶




) 

หาคาํตอบ f(t) โดยการแปลงลาปลาซผกผนั  1

︵f t ︶L F ︵s ︶

  ไดเ้ป็น 

 1 1 1
2 2

3t 3t 3t

︵2 1 ︶!sy ︵t ︶L Y ︵s ︶ 4L 10L
︵s ︵3 ︶ ︶ ︵s ︵ 3 ︶ ︶

4 ︵1 3t ︶e 10te ︵2t 4 ︶e

  

  

         
         

     

 

 
ตวัอยา่ง 5.7 จงแกส้มการ f f 2t   เมือ่ ︵f / 4 ︶ / 4    และ f ︵ / 4 ︶2 2     
วธิทีาํ ขัน้ตอนที ่1: แปลงสมการ f(t) ใหไ้ปเป็น F(s) ไดด้งัน้ี 

   L f f 2t    
  L ︵f ︶L ︵f ︶L ︵2t ︶    
  2

2
2s F ︵s ︶s ︵f 0 ︶f ︵0 ︶ F ︵s ︶s

       

ขัน้ตอนที ่2: แกส้มการหาคาํตอบ F(s) ไดด้งัน้ี 
  2

2
2

︵s 1 ︶F ︵s ︶s ︵f 0 ︶f ︵0 ︶s
     

  
2 2 2 2

2 2 2 2

2 s 1F ︵s ︶ ︵f 0 ︶ f ︵0 ︶s ︵s 1 ︶ ︵s 1 ︶ ︵s 1 ︶

1 1 s 12 ︵f 0 ︶ f ︵0 ︶s ︵s 1 ︶ ︵s 1 ︶ ︵s 1 ︶

  
  

 
       

 

เมือ่ f(0) และ f(0) เป็นคา่คงทีซ่ึง่ยงัไมรู่ค้า่   
ขัน้ตอนที ่3: หาคาํตอบ f(t) โดยการแปลงลาปลาซผกผนั  1

︵f t ︶L F ︵s ︶

  ดงัน้ี 

 1 1 1 1
2 2 2 2
1 1 s 1

︵f t ︶2L 2L ︵f 0 ︶L f ︵0 ︶L
s ︵s 1 ︶ ︵s 1 ︶ ︵s 1 ︶
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เทยีบความสมัพนัธก์ารแปลงในตาราง จะไดร้ปูคาํตอบเป็นดงัน้ี 


A B

︵f t ︶2t 2sint ︵f 0 ︶cost f ︵0 ︶sint
2t ︵f 0 ︶cos t ︵f ︵0 ︶2 ︶sint

   
   

   (a) 

f ︵t ︶2 Asint Bcost         (b) 
แทนเงือ่นไข ︵f / 4 ︶ / 4    ในสมการ (a) ไดเ้ป็น 
 

1/ 2 1/ 2

2 ︵ / 4 ︶Acos ︵ / 4 ︶Bsin ︵ / 4 ︶ A B 0
2
            (c) 

แทนเงือ่นไข f ︵ / 4 ︶2 2     ในสมการ (b) ไดเ้ป็น 
2 2 2 Asin ︵ / 4 ︶Bcos ︵ / 4 ︶ A B 2          (d) 

แกส้มการ (c) และ (d) ได ้A=1 และ B=-1 ดงันัน้จงึไดค้าํตอบเป็น 

︵f t ︶2t cos t sint    
 

ตวัอยา่ง 5.7 จงแกร้ะบบสมการต่อไปน้ี  
1 2 1

2 1 2

y y y ︵0 ︶1
y y y ︵0 ︶0
   

  
 

วธิทีาํ ขัน้ตอนที ่1: แปลงสมการ y(t) ใหไ้ปเป็น Y(s) ไดด้งัน้ี 
 1 2 1 1 2L y y sY ︵s ︶y ︵0 ︶ Y ︵s ︶         (a) 
 2 1 2 2 1L y y sY ︵s ︶y ︵0 ︶ Y ︵s ︶       (b) 

ขัน้ตอนที ่2: แกส้มการโดยแทน 1Y ︵s ︶ จากสมการ (b) ลงในสมการ (a) ไดเ้ป็น 
 2 2 1 2s sY ︵s ︶y ︵0 ︶ y ︵0 ︶ Y ︵s ︶     

แทนคา่เงือ่นไข 1y ︵0 ︶1  และ 2y ︵0 ︶0  
 2 2s sY ︵s ︶0 1 Y ︵s ︶     

แกส้มการไดเ้ป็น 
 2

2 2s Y ︵s ︶Y ︵s ︶1   หรอื 2 2
1Y ︵s ︶s 1




 

แทน 2Y ︵s ︶ ลงในสมการ (b) ไดเ้ป็น 

 1 2 2 22 2
0

1 sY ︵s ︶sY ︵s ︶y ︵0 ︶s y ︵0 ︶s 1 s 1

        
 

ขัน้ตอนที ่3: หาคาํตอบ y(t) โดยการแปลงลาปลาซผกผนัดงัน้ี 
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  1 1
1 1 2

sy ︵t ︶L Y ︵s ︶ L cost
s 1

       
 

  1 1
2 2 2

1y ︵t ︶L Y ︵s ︶ L sint
s 1

       
 

 
5.4  ตวัอย่างการประยกุตใ์ช้งาน 
ตวัอยา่งที ่5.8 (ปัญหาดา้นกลศาสตรก์ารสัน่สะเทอืน)  
 ระบบมวล-สปรงิ-แดมเปอร ์ตดิตัง้เขา้กบัแหลง่ทีม่กีารสัน่แบบคาบขนาด 
F(t)=4sint ทีเ่วลา t=0 ดงัแสดงในรปู จงคาํนวณหาระยะการสัน่ y(t) ของมวล
ทีเ่วลา t ใดๆ สาํหรบักรณี =2 และ =5 เมือ่กาํหนดให ้ y ︵0 ︶y ︵0 ︶0    
 
 
 
 
 

 
จากรปูแรงสัน่สะเทอืนกระทาํกบัระบบมวล m ซึง่รองรบัดว้ยสปรงิและแดม

เปอร ์ เขยีนไดอะแกรมของแรงไดด้งัรปูดา้นขวา ดงันัน้ จากกฏการเคลือ่นทีข่อ้
ที ่2 ของทีนิ่วตนัจงึไดว้า่ 

 F ma mv ︵t ︶my ︵t ︶       
ดงันัน้จงึได ้

k dmy ︵t ︶F ︵t ︶F ︵t ︶F ︵t ︶       (a-1) 
แทนคา่ m, F(t), Fk(t) และ Fd(t) ไดเ้ป็นดงัน้ี 

y ︵t ︶4sin t ky ︵t ︶cy ︵t ︶         
หรอื y ︵t ︶6y ︵t ︶25y ︵t ︶4sin t        (a-2) 
ดาํเนินการแปลงลาปลาซไดเ้ป็น 
  2

2 2
4s Y ︵s ︶sy ︵0 ︶y ︵0 ︶ 6 sY ︵s ︶y ︵0 ︶ 25Y ︵s ︶s
        

 

แทนคา่เงือ่นไข y ︵0 ︶y ︵0 ︶0  และจดัรปูสมการไดเ้ป็น 

k=25    c=6 

m=1 

y(t) F(t)=4sint 

m 

F(t)=4sint 

Fk(t)=ky(t) 
dF cy ︵t ︶   
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2

2 2
4

︵s 6s 25 ︶Y ︵s ︶s
  


   (b-1) 

2 2 2
4Y ︵s ︶

︵s ︵︶s 6s 25 ︶


  

   (b-2) 

กรณีที ่1 =2 จะไดส้มการเป็น 

2 2
8Y ︵s ︶

︵s 4 ︵︶s 6s 25 ︶


  

 

จดัรปูโดยใชเ้ทคนิกแยกสดัสว่นยอ่ยไดเ้ป็น 

2 2
4 4s 14 2 8s 20Y ︵s ︶195 195︵s 4 ︶ ︵s 6s 25 ︶

   
  

 

      2 2
8 ︵s 3 ︶44 4s 14 2

195 195︵s 4 ︶ ︵s 3 ︶ 16
   

  
  (c) 

ดาํเนินการแปลงลาปลาซผกผนัเพือ่หาคาํตอบ y(t) ไดเ้ป็น 
 1 3t4 2y ︵t ︶L Y ︵s ︶ ︵7sin2t 4cos2t ︶ e ︵8cos4t sin4t ︶195 195

       

กรณีที ่2 =5 จะไดส้มการเป็น 

2 2
20Y ︵s ︶

︵s 25 ︵︶s 6s 25 ︶


  

   (d-1) 

แยกสดัสว่นยอ่ยไดเ้ป็น 

2 2
2 ︵s 3 ︶62 s 1Y ︵s ︶15 15︵s 25 ︶ ︵s 3 ︶ 16

  
  

  (d-2) 

ดาํเนินการแปลงลาปลาซผกผนัเพือ่หาคาํตอบ y(t) ไดเ้ป็น 
 1 3t2 1y ︵t ︶L Y ︵s ︶ ︵cos5t ︶ e ︵2cos4t 1.5sin4t ︶15 15

       

 
ตวัอยา่งที ่5.9 (ปัญหาดา้นกลศาสตรก์ารสัน่สะเทอืน)  
 กลไกประกอบดว้ยมวล 2 กอ้นซึง่ถกูยดึตดิกนัดว้ยสปรงิ ดงัแสดงในรปู 
กาํหนดใหร้ะบบเริม่ตน้จากสภาวะหยดุน่ิง โดยมวล m1 ถกูผลกัมาทางดา้นซา้ย
เป็นระยะ 1 หน่วยจากตาํแหน่งสมดุลของมนั สว่นมวล m2 ถกูผลกัไปทาง
ดา้นขวาเป็นระยะ 2 หน่วยจากตาํแหน่งสมดุลของมนั หากไมพ่จิารณาความ
เสยีดทานในระบบ จงคาํนวณหาตาํแหน่งของมวลทัง้สองกอ้นทีเ่วลา t ใดๆ 
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วธิทีาํ กาํหนดให ้x1(t) และ x2(t) เป็นระยะเคลือ่นตวัของมวล m1 และ m2 จาก
ระยะสมดุลของตวัมนัเอง ตามลาํดบั ใชก้ฏขอ้ที ่ 2 ของนิวตนัวเิคราะหแ์รงและ
การเคลือ่นของมวลทัง้คูไ่ดเ้ป็นดงัน้ี 

1 2 1 2 2 1 1 1mx F F k ︵x x ︶k x         (a-1) 

2 3 2 3 2 2 2 1mx F F k x k ︵x x ︶          (a-2) 
แทนคา่และจดัรปูสมการไดเ้ป็นดงัน้ี 

1 1 2x 3x 2x 0         (b-1) 

2 2 12x 4x 2x 0         (b-2) 
ดาํเนินการแปลงลาปลาซทัง้ 2 สมการไดเ้ป็นดงัน้ี 
   2

1 1 1 1 2s X ︵s ︶sx ︵0 ︶x ︵0 ︶ 3X ︵s ︶2X ︵s ︶0     
 

  (c-1) 
2

2 2 2 2 12 s X ︵s ︶sx ︵0 ︶x ︵0 ︶ 4X ︵s ︶2X ︵s ︶0     
 

 (c-2) 

จากเงือ่นไขเริม่ตน้ของระบบคอืมวล m1 ถกูผลกัไปทางซา้ย 1 หน่วย 
และมวล m2 ถกูผลกัไปทางขวา 2 หน่วย จงึไดว้า่ 1x ︵0 ︶ 1   และ 2x ︵0 ︶2  
และระบบเริม่ตน้จากหยดุน่ิง ความเรว็เริม่ตน้ของมวลทัง้สองกอ้นจงึเป็นศนูย ์
ดงันัน้ 1 2x ︵0 ︶x ︵0 ︶0    สมการ (c) จงึจดัรปูไดเ้ป็น 

2
1 2︵s 3 ︶X ︵s ︶2X ︵s ︶ s         (d-1) 
2

1 2X ︵s ︶ ︵s 2 ︶X ︵s ︶2s         (d-2) 
จากสมการ (d-2) จงึได ้ 2

1 2X ︵s ︶ ︵s 2 ︶X ︵s ︶2s    แทนในสมการ (d-1) ได้
เป็นดงัน้ี 

 k1=1   k2=2   k3=2 
m1=1  m2=2

x1(t)   x2(t)

  F1=k1x1      F2=k2(x2 - x1)      F3=k3x2 m1             m2

x1(t)            x2(t)
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2 2

2 2︵s 3 ︶ ︵[ s 2 ︶X ︵s ︶2s] 2X ︵s ︶ s          (e-1) 
3 3 3

2 2 2 4 2 2 2
2s 5s 2s 5s 2s 5sX ︵s ︶

︵s 3 ︵︶s 2 ︶2 s 5s 4 ︵s 4 ︵︶s 1 ︶

    
      

 (e-2) 

แยกสว่นประกอบยอ่ยไดเ้ป็นดงัน้ี 
3

2 2 2 2 2
2s 5s s sX ︵s ︶

︵s 4 ︵︶s 1 ︶ ︵s 4 ︶ ︵s 1 ︶

  
   

   (f) 

ดาํเนินการแปลงลาปลาซผกผนัเพือ่หาคาํตอบ x2(t) ไดด้งัน้ี 
 1

2 2x ︵t ︶L X ︵s ︶ cost cos2t        (g) 
นํา x2(t) เขา้แทนแกส้มการ (b-2) ได ้ 1 2 2x ︵t ︶2x ︵t ︶x ︵t ︶    

1x ︵t ︶2 ︵cos t cos2t ︶ ︵ cos t 4cos2t ︶

cost 2cos2t
    
 

 

ดงันัน้ระยะเคลือ่นตวัของมวล m1 และ m2 เป็นตามลาํดบั ดงัน้ี 

1x ︵t ︶cost 2cos2t   

2x ︵t ︶cost cos2t   
 

5.5  การแยกสดัส่วนย่อย (Partial Fraction) 
5.3.1 กรณีรากไมซ่ํ้า (Unrepeated root) การจดัรปูทาํไดโ้ดยแยกแต่ละ

สว่นออกจากกนั ตวัอยา่งเชน่ 
  s 1 A B C
s ︵s 2 ︵︶s 3 ︶ s ︵s 2 ︶ ︵s 3 ︶

   
   

 

นําสว่นคอื s ︵s 2 ︵︶s 3 ︶   คณูตลอดสมการจะได ้

  2 2 2
s 1 A ︵s 2 ︵︶s 3 ︶Bs ︵s 3 ︶Cs ︵s 2 ︶

A ︵s s 6 ︶B ︵s 3s ︶C ︵s 2s ︶

       

      
 

 
จดรปูสมการไดเ้ป็น 

  2 2

︵0 ︶s ︵1 ︶s 1 ︵A B C ︶s ︵A 3B 2C ︶s 6A          
เทยีบสมัประสทิธิด์า้นซา้ยและดา้นขวาของสมการ จะไดว้า่ 

 0 A B C       (a) 
  1 A 3B 2C       (b) 
  1 6A       (c) 
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แกส้มการ (a) ถงึ (c) ไดค้า่ A = -1/6, B = 3/10, C = -2/15 ดงันัน้จงึได ้
  s 1 1 3 2
s ︵s 2 ︵︶s 3 ︶ 6s 10 ︵s 2 ︶15 ︵s 3 ︶

    
   

 

 
5.3.2 กรณีรากซํ้า (Repeated root) เป็นกรณีทีบ่างพจน์ของสว่นหารมี

การยกกาํลงัมากกวา่กาํลงั 1 เชน่ พจน์ 2s  ทีถ่อืเป็นรากซํ้า 

  
3

2 2
s 4s 4 As B C D

︵s 2 ︶ ︵s 1 ︶s ︵s 2 ︵︶s 1 ︶ s
    

  
 

นําสว่นคอื 2s ︵s 2 ︵︶s 1 ︶   คณูตลอดสมการจะได ้

  
3 2 2

3 2 2 3 2 3 2
s 4s 4 As ︵s 2 ︵︶s 1 ︶B ︵s 2 ︵︶s 1 ︶Cs ︵s 1 ︶Ds ︵s 2 ︶

A ︵s 3s 2s ︶B ︵s 3s 2 ︶C ︵s s ︶D ︵s 2s ︶

           

         
 

จดรปูสมการไดเ้ป็น 

  
3 2 3 2

︵1 ︶s ︵0 ︶s ︵4 ︶s 4 ︵A C D ︶s ︵3A B C 2D ︶s

︵2A 3B ︶s 2B
            

 
 

เทยีบสมัประสทิธิด์า้นซา้ยและดา้นขวาของสมการ จะไดว้า่ 
 1 A C D      (a) 
  0 3A B C 2D       (b) 
4 2A 3B      (c) 

  4 2B     (d) 
แกส้มการ (a) ถงึ (d) ไดค้า่ A = 1, B = 2, C = 1 และ D = -1 ดงันัน้จงึได ้

  
3

2 2
s 4s 4 s 2 1 1

︵s 2 ︶ ︵s 1 ︶s ︵s 2 ︵︶s 1 ︶ s
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การบา้นบทท่ี 5 
 
1. จงหาผลการแปลงลาปลาซผกผนั (inverse Laplace transform) 
 1.1) 1

︵s 4 ︵︶s 1 ︶ 
  [Ans: 4t t1

︵e e ︶3
 ] 

 1.2) 2
3s

s 2s 8 
  [Ans: 4t 2t2e e ︶

  ] 

 1.3) 2
s 13

s 2s 10


 
  [Ans: te ︵cos3t 4sin3t ︶

  ] 

 1.4) 
2

3 2
s 6s 4
s 3s 2s

 
 

  [Ans: t 2t2 e 2e  ] 

 1.5) 2
10 4s

︵s 2 ︶




   [Ans: 2te ︵2t 4 ︶ ] 

 1.6) 
2

3
s s 2

︵s 1 ︶

 


  [Ans: t 2e ︵1 t t ︶

   ] 

 1.7) 
3

4 2
2s 26s

s 10s 9
 
 

  [Ans: cosh3t 3cosht ] 

 1.8) 
2

2
2s 3s

︵s 2 ︵︶s 1 ︶


 

  [Ans: te ︵cos2t 2tsin2t ︶

  ] 

 
2. จงแกส้มการต่อไปน้ีโดยใชว้ธิกีารแปลงลาปลาซ 
 2.1) y 4y 0; y ︵0 ︶2, y ︵0 ︶ 8        
     [Ans: y 2cos2t 4sin2t  ] 
 2.2) 2y y 0; y ︵0 ︶A, y ︵0 ︶B       
     [Ans: y Acos t ︵B/ ︶sin t     ] 
 2.3) y 25y t; y ︵0 ︶1, y ︵0 ︶0.04      
     [Ans: y cos5t t /25  ] 
 2.4) 2y ky 2k y 0; y ︵0 ︶2, y ︵0 ︶2k        
     [Ans: kty 2e ] 
 

3. จงแกส้มการต่อไปน้ีโดยใชว้ธิกีารแปลงลาปลาซ 
 3.1) 24y y 0; y ︵0 ︶0, y ︵0 ︶1        
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 3.2) y 2y 8y 0; y ︵0 ︶0, y ︵0 ︶0         
 3.3) y 4y 3y 2t 8 /3; y ︵0 ︶0, y ︵0 ︶ 16 /3           
 3.4) y 4y 1 2t; y ︵0 ︶0, y ︵0 ︶0         
 3.5) 2 3 4y y t ; y ︵0 ︶6 / , y ︵0 ︶0         
 

4. จงแกร้ะบบสมการต่อไปน้ีโดยใชว้ธิกีารแปลงลาปลาซ 

 4.1)  1 1 2 1

2 1 2 2

y y y y ︵0 ︶1
y y y y ︵0 ︶0
    

    
  

 

4.1)  1 1 2 1 1
t 2 22 1

y y 3y y ︵0 ︶2, y ︵0 ︶3
y ︵0 ︶1, y ︵0 ︶2y 4y 4e

     
     

 

 


